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Gébruiksaanwijzing voor de 4toets van Wilcoxon.

§1. Inleiding.

A BEen eenvoudige methode om de hypothese te toetsen, dat twee
steekproeven (= samples (Eng.)) - &&n van een quantitatieve
- variabele grootheid x en één van een dergelijke grootheid y -
uit eenzelfde collectie (= ﬁppula‘tie, = universum) komen, is
aangegeven 4door: |
F.Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods,
Biometrics 1 (1945) p. 80-8%: de mejhode werd verder ultge-
“werkt door H.B. Mann en D.R. Whitney, On a test of whether
one of two random variables is stochastically larger than
the other; Annals of Mathematical Statistics 18 (1947), 50-
60.
Het rekenwerk, dat voor deze toets vereist wordt, 1is zeer
veel minder dan het rekenwerk, nodig om de voor dit probleem
vaak toegepaste toets van "Student" (voor het verschil van

twee gemiddelden) uit te voeren. De toets van Wilcoxon is
niet voor alle denkbare gevallen van de hierboven omschreven

aard te gebruiken., Wel dis zij van wijdere toepassing dan de
toets van "Student', daar het voor "Wilcoxon" niet nodig is,
dat de collecties, waaruit de steekproeven van x en y zijn
genomen, een normale verdcecling bezitten.

B Br zijn drie belangrijke vo orwaarden, waaraan voldaan
moet zijn, opdat "Wilcoxon" kan worden 'boegepawt.

l. De waarnemingen van x en y moeten alle onderling on-
afhankelijk zijn en de steckproeven represen'ta'tlef Vergelijk

hierover § 4, C, 1 onder: " Onafhankellgkheld en representaci-

WA W

viteit". )

2. X en y moeten continu verdeeld zijn. Vergelijk hle“"“
over § 4, C, 2 onder: "Continuiteit".

L M

3. Om duidelijk te maken, waarover de derde Voorwaarde
gaa'ty ‘merken we op, dat men in het algemeen slechts dan er—
toe zal overgaan te onderzoeken, of twee steekproeven wel

- 'uit eenzelfde collectie zouden kunnen komen, als men enige "

wm“m“““w“ﬂﬂwm

lectleskomen. -
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Opm. Men hoopt in zulk een geval, dat het resultaat van

de toepassing der toets zal zijn: verwerping van de .

hypothese,dat x en y tot eenzelfde collectie behoren.
De toets van Wilcoxon is slechts toepasbaar indien men weet,
dat het eventueel bestaande verschil tussen de collecties, waar-
uit de x- resp. de y-waarnemingen stammen, van bepaalde aard is.
De desbetreffende derde voorwaarde kan hier nog niet behandeld
worden. Vergelijk hiervoor 24, C, % onder: "Toegelaten rhogelijk--

heden voor verschillen tussen de x- en de y-collecties',

De gang van zaken i1s als volgt.

l. Men berckent de waarde van ecen op nader aan te geven
wijze gedefinieerd getal U voor het beschouwde steckproevenpaar
(volgens &2, vgl. ocok§6, A en B). Noem deze waarde s (van het

steekproevenpaar).

Opm. 1l. Mann en Whitney schrijven TL waar wij s schrijven,

2. Indien de hypothese juist zou zijn, dat de x- en y-
waarnemingen uit éeénzelfde collectie komen, is exr voor elke
waarde , die U kan aannemen, een bepaalde waarschijnlijkheid
(vergelijke hiervoort?j 2: Resultaten van Mann en Whitney). De
tweede stap is nu, da—;ﬂc men berekent, hoe groot, als genoemde
hypothese juist zou zijn, de kans zou zijn, dat U de in C, 1,
genoemde waarde s, 0f ecn waarde die minstens evenver van het
gemiddelde van U verwijéerd zou liggcn, aan zou nemen (verge-—
1ijk hicrvoor £ 5; Slotphase; vgl. ook §6 , C, waar deze kans
met de letter P is aangeduid).

3. Is deze kans "te klein" (zie hieronder ), dan verwerpdt

men deze hypothese, d.w.z. men concludeert, dat de X- en y-

waarnemingen niet uit eenzelfde collcectie komen. Dit doet men,
omdat men anders zou moeten aannemen, dat men een betrekkelljk

zeldzame gebeurtenis heeft aangetroffen (vgl. ook {fﬁé6, D).

Opm. 2. Is deze berekende kans niet "te klein" in de hier-
onder agangegeven zin, dan kan men on grond van deze me-
thode niet tot ongelijkheid van de x- en y-colleciles,
waaruit het beschouwde steelrrrocvanpaar voortkomt, con-
cluderen. ' _
Als men de gelijkheid niet kan verwerpen, wil dit nletw
zeggen, dat de beide collecties werkelljk gelljk 2z1]n.
Het is niet uitgesloten, dat men met grotere steekproe-
ven of een andere toetsmethode toch tot verwerping van

gelijkheid zou kunnen komen.

Onder "te klein" versta men: kleiner dan €. & is de zgn.
onbetrouwbaarheidsdrempel (Eng.: level of signiﬁicanoe). Hoe |
groot £ gekozen wordt. hangt van aard van onderzoek en onderw
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zoeker af. Wil men aanvaarden ongeveer 1 keer van de 20 ten
onrechte tot ongelijkheid van de x- en y~collecties te conclu-
deren (d.w.z.: als ze in werkelijkheid gelijk zijn), dan kiest
men & = 0,05,
Opm. 3. Degenen, die ceen kans liever in % uitdrukken
- waarom eigenlijk? - zouden zeggens 5%. Naar analogie
van de ultdrukkingen per cent en per mille zegt men wel
0,05 per unum in plaats van 5 per cent. In dit stuk en
1n de tabellen ervan worden de kansen steeds per unum
ultgearukt, ook zonder afzonderlijke vermelding.
Vindt men dit te vaak e¢n wil men dit niet meer dan ongeveer 1
kecr van de 100 meemaken, dan kiest men © = 0,01.
Opm. 4. Het hangt o.a. van de ernst der gecvolgen af, hoe
groot men ¢ kiest. Als men b.v. de geneeskracht van 2

medicamenten vergelijkt, waarvan het ene reeds meer ge-
Vaar voor onqﬂng@nqme nevonverschlgnsolen bleek op te

R ¥ X ¥ ¥ ¥ ¥ X ¥ "2 ¥

concluderen, dat he't: gPV‘J.G.I‘ll‘! kste gpneesmlddel de ziekte
het doeltreffendst bestrijdt. Men kiest dan ¢ zeer klein.

Opm. 5« Als de onder C, punt 2, aangeduide kans gelijk

(& ) is, zegt men: De waarde s van L is significant
met onbetrouwbaarheid o< .

*MH“*MMM“MHMMWMWMM“

Indien men vooral ge‘in‘t eresseerd 1s in de practische hantering
van de toets en minder in de theoretische achtergrond, wijde
men de meeste asandacht aan §4(Opmerkingen over ae to_epa,ssing)
en§ 6(Samenvatting en voorbeelden).

Q 2. Definitie en berekening van U.

Mann en Whitney berekenen uit de beide steekproeven te-

zamen een grootheid U, naar het volgende voorschrift:
Laten er n waarnemingen van x zijn (de ene steekproef) en m

waarnemingen van y(de andere steekproef). Rangschik deze x- en
y-waarden in één rij naar opklimmende groottens links kleine,
rechts grote getallen. 1

Voorbeeld. Als we voor X waargenomen;hebbenz /5/3/9/6/ (n=4)
en voor y : /7/8/11/10/

(m==4)
is deze rijs /3/5/6/7/8/9/10/11/ .

Hierbij zijn de onderstreepte getallen waargenomen waar-

den van x, de niet-onderstreepte van y.

Het ga,a't nu om de opéénvolging van X en y in deze rij. Men ver-
‘ vangt in bedoelde rij de waargenomen waarden van X do or de 1e1;“te:r*
"X en de wasrgenomen waarden van y door de letter y. _ ‘ o
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boven gegeven voorbeeld komt er dan: -
XX XyyX¥yYVY

eze som is de bij het beschouwde steek-

Voorbeeld.
uit de bespreking van het boven gegeven en nog een ander
vocrbeeld. In het voorbeeld hierboven: /‘3_/_5_/_6_/7/“/2/1“/11/

Wat hiermee precies bedoeld wordt, moge blijken

X X X VYV X VY

geldt zowel voor de y-v
dat de x-waarde 9 rechts ervan staat, zodat U hier de
waarde 2 heeft. (Rechts van de y-waarden 10 en 11 staat

Iaarade %, als voor de ywwaarde 7?

geen x-waarde). Men kan U eenvoudig bepalen door van
rechts af de rij:

XXX VyXY¥yYVY
te doorlopen. Bij elke y, die men op die tocht ontmoet,
gaat men dan na, hoeveel x-waarden rechts van die ¥y
staan. Laat dit aantal voor een bepaalde y-waarde K
zijn. Dan draagt die y tot het getal U k bij. Doet men
dit bij de rij X X Xy y Xy y, dan ontmoet men eerst
2 y-wearden , rechts waarvan geen X staat; dan een X;
en vervolgens 2 y-waarden, voor elk waarvan geldt, dat

er €&n X rechts van staat. Vervolgens ontmoet men geen
y meer. Het getal U heeft hier dus de waarde 2.
We geven nog ecn voorbeeld. Stel men heeft voor x wasr-
genomens

/112,5/109,6/12%,9/106,0/115,4/121,0/120,0/ (n=T) en
voor y:  /115,1/105,0/116,4/114,3/130,6/ 93,2/ (m=6)
Bij dit wvoorbeeld is het gemakkelijk om, voordat men de
X- en y-waarden in één rij naar opklimmende grootten
rangschikt, eerst de x en y afzonderlijk te rangschikkens:
x//106,0/109,6/112,5/115,4/120,0/121,0/123,9/
y// 93,2/105,0/114,3/115,1/116,4/130,6/
De rangschikking in é&én rij wordt (strepen onder de x-

waarden):
/9%,2/105,0/106,0/109,6/112,5/114,3/115,1/115, 4/11
120,0/121,0/123,9/130,6/ of als men de getallen door
gt: YV YX XXV YVYXVXXXY '
Als men deze rij van rechts af doorlcopt, zijn de bijdra-

X Yesp. ¥ verve

&
yhora

gen van de verschillende y-waarden, gesommeerd, gelijk

aan U: O + 3 + 4 + 4 + 7 + 7 = 25.
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aantal

waarnemingen van x, m het aantal waar-

nemingen van y, terwijl men T vindt door de ri]j van gerangschik-
anrden van rangnummers te voorzien (van de kleinste

af) en de rangnummers van de m y-waarnemingen te sommeren.

Voorbeeld. 1) XX XyVyy XV y)
rnr (rangnummers) 1 2 3 4 5 6 7 8 }
mmers van y zijn: 4/5/7/8
+5 4+ 7 4 8.2 24: U= 4.4 + 352 - 24 = 26 ~ 24= 2.
2) Vyxxxvy y X X X ¥y
rrr 123 456 789 10 11 12 13}

1 +2+6+ 7+ 9 + 13 = 38;

U= 6.7 +§-(g—i—1-l-38m 63 — 38 = 25.

DM, alle m waarden van y rechts liggen van alle n
maarien van xs

[}

[l
+ O

"XQQWL}“SJ l}liy‘; )
n m

levert geen y een bijdrage tot Uy U = O.
Als alle m waarden van y links liggen van alle n waarden
van X:

levert elk van de m waarden van y een bijdrage n tot U:
U = mn. ’
Dus U kan waarden aannemen van tot en met mn.
Het zal uit de laatste opmerking duidelijk zijn, op welk
idee de toets van Mann en Whitney gebaseerd is. Als we n.l.

uitgaan van het geval, dat alle y-waarden links liggen van (dus

kleiner zijn dan) alle x-waarden, dan is zoals we zagen U zo
groot mogelijk, n.l. gelijk aan mn. Als we dan de y-waarden ge-

leidelijk groter laten worden, doorlopen we ecn reeksn gevallen,

woarbij de y- en x-waarden dooreengemengd zijn, terwijl U klei-
nexr

wordt. Aan het einde van dit proces liggen alle y-waarden
rechts‘vanL(zlan.alle ywwaarden groter dan) alle x-waarden en
U is

ann en wWhitneyve.




le collectie gemmen zijn. Men heeft dan een ze-

= 0 te vinden.

men alle mogelijke rangschikkingen van n X-waar-
r fgamyﬁmmw*emehcu%t @n h$9ru1t ﬁe rangﬂchlkkngen
1 *t w 'h @ft e @ r at e ci s kz:a. ns o p U = 0, Me n ge o f't d eze

kans aan met het symbool P{U = Qi, waarin de P komt van
o} ~) :. ‘ i 1 1 't ;y "

Men heeft ork ecn zekere kans om U = 1 te vinden (symbool:
= 1}), idem voor U = 2 (symbool: PU = 2{),..., tot en met
Men zegt: U heeft een zekere waarschijnlijkheidsverde-
lings zie fig. 1 waar horizontaal
U is afgezet en verticaal de kans
P op de desbetreffendeU¥); deze

figuur 1s symmetrisch ten opzichte
van U = %E : het gearceerde opner-
viak links van U = s ~—¢een maat
voor de kans, dat U &én van de
waarden van O tot en met s aan=—-
neemt, (symbool PE}( S s]) — is
gelijk aan het gearceerde opper-
vliak rechts van U = (mn-s) — een

maat voor PfU = (mnmsj —

G,

T——

P 5) moet men geobruik maken van de kans, dat U é&n van de
vaarden O tot en met s (s gehecl) aanncemt, of, korter geschre-
de kans P[U = gl; tevens van de kens, dat U = mn, of

. of = mn~-s 1is, dus, korter geschreven, van de kans

wijzen 2r nog cens on, dat do gearccerdce oppervlakken

r>. 1 maten m.'m voor dcwme beido kansan. Bllgkbaq.r galdt.*
mn-s| = PIUZ s} cn: PLU S s 3f U2 mn-si= 2 x PlU £ s} =

U = mnmsj. Voorts bewczen Mann en Whitney, dat m en n

-isselbamr 720N d.W.eSe.2 Als VOO '

WJ

X=-waarden gn 3 y-wharden
gs_j een ben wwlde waarde heeft, dan heeft voor 3 x-waarden
en 5 y-wanrden PU £ ,1 dezelfde waarde.

Opm. 2. Daar het zeker is, dat U éun van de waarden van O
tot en met mn aanneemt, geldt P, U = nm} 1.

AN BN Ay mmmmmmwmm

* In elk punt U (U necmt slechts gehele waarden aan) is een
ordinant opgericht ter lengte van dc bijbehorende P. Terwille
van de overzichtelijkheid verbonden wede toppen der ordinaten

door ecn vloeiende kromme, al heeft deze kromme strikt geno-—

men geen exacte betekenis.




Blz.

. <
Whitney hebben P@ = s] exact berekend voor elke m = O3
< < mn _
8 en voor iedere (gehele) s'= —. In de blggivoegde
mn

getabelleerd de kans Pﬁf = E‘B voor (gehele) s = o
( 10, die door de¢ rekenafdeling van het Mathema-

berekend is.

mntruﬂ

3« Als men de kans P[U '\Z] Wll bep 1851? als v 2r1

akt men gebruik van: P[U = v|= = mn-v| .

Voorbeelden. We geven enige voorbeelden van het gebrulk
van tabel 1.

Y = 2= 0,1143

2 1Qj (vgl. Opm.3 )= PEJ < 4.3---1@ = P[U I 2]

“ = 0,1143
Pl_U: 2 3f U = 19{: 2 x'PEJ:Q:): 2 x 00,1143 =

. 0,2286
p[U £ 9]= p[u = 4.3-9] = 2[U 3/= 0,2000

n=9, m=5; P|U = 9= 0,0415
Z 37 (vgl OPMe 3 )-—hP[U = 9. ‘5“37]“
tp-* 45“37 ﬁ[ﬁfaj 0,0300

n=5, m=9; P(ﬁ = i} heeft nu volgens de laatste regel
boven opm. 2 dez&lfde waarde als voor n=9,
m=5. Dus is P|U = 9] = 0,0415.

Voor m of np> 10 make men gebruik van het. feit, dat U dan

o {.".LL 1. ‘{:M__ﬂj

bl;} benadering verdeeld is Aals een normle met gemiddelde

T ks i R 1 M.

= """51:'1' en spreiding O= V an ?;Iﬁ'l , z0als Mann en Whitney asange-

toond hebben.
7ij s <% Men bepanlt dan, al f n>10 is, P{U = 5| al
j s <. Men bepaalt dan, als m of n’ is, PlU = s}| als

. I - ' — < ' .
volgt. Geef de waarde van (%I--l- — s - 3)aan met d. Dan is PLU = ;1

bij benadering gelijk aan de overschrijdingskans van %- bl] een

normale verdeling met gergoldﬁ clde O en spreiding 1 (deze over-
v

schrijdingskans = V%"

I Lo

12
= j%e dx). Deze overschrijdingskans

vindt men in tabel 2. Als s < 2 , 18 PE_J F_S_J 0,5: hoe groot die
kans precles 18, 1s niet van belang voor de ultvoerlng der toets.

41} s> . Men bepaalt dan, als m of ny 10 is, P[U . s] als

&t. Ge@f de waarde van (s - %@ ~ %) aan met 4, Dan is P[U L 5|

blj ben&derl ng gelijk aan de overschrijdingskans van -%. enz. *

vo Ll

zle boven. Als S)E‘E is P [U = s?m 0,5; hoe groot die kans prem
01@3 is, is niet van belang voor de uitvoering der toets. ;
In het voorgaande is telkens de term (—%) toegevoegd a.ls
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1%:;k«@m@n) en ala zodanlg getallen tuss 2N O en l. Als
MI‘M{IMS’EPH in percenten zou wensen, zou men de ult
.a .ﬁ gmvo ndun wanrden met 100 moeten vermenig-—

gelijk opm. 3 onder 61, C, 3.
V@Drbeﬁld@n. Ve geven enige voorbeelden van het onder C

(o

besprckene, vergelijk ﬁabel 2e
n=9, m=11; ' 25

n=16,m=18; vraagd PU 2 200
1445 200>144; 4 = 200 — 1%4 - 0,5 = 55,5

SN e o R TATIPTOI iy  I TR YT oAb

IR e 4 1 g A T I O A i

/28:25-30 ~\'6.4,35 = 2210 = 28,9828
1,9(149); P U £ 200] 22 0,0287

§ 4. Opmerkingen over de toepassing.

Grootte van de steckproeven. Als men een experiment ont-
werpt, verdient het aanbeveling, de omvang van de steekpropef
ult de x-collectie zoveel mogelijk gelijk te maken aan de om-
van de steekproef uit de y--collectie. kort gezegd: m en n
z0 gelijk mogelijk te maken.

Ran

aan de hieronder te noemen 3% voorwanrden (zie onder 9) voldoen,

rschikbaarheid. De toets van Wilcoxon kan, mits X en y

toegepast worden op alle grootheden, dic men in een rij naar
opklimmende grootten kan rangschikken. Dit rangschikken 1is mo-
gelijk, als men aan ¢lk onderzocht individu een getal kan toe-
voegen, maar soms ook, Als dit laatste niet mogelijk is. HEsser—
tiéel is slcechts, dat men van elke twee individuen, die in het
steekproevenpaar voorkomen, xan uitmaken, welk van de twee de
onderzochte eigenschap in de grootste mate bezit.

Voorts doet men, als één of meer waargenomen waarden van
X gelijk zijn aan één of meer waArgenomen waarden van s het

mm“mmw

Opmu Is dan voor belde Umw*a.mrden de :Ln

y acr D ngeduide en in ©5 volledig ‘be.?,proken L
Xxans (h@t g@‘t%l P ul‘h é 6) kleiner dan de toegelaten onbet ru




banrheidsdrempel ¢ (vgl. & 1, C, 3), dan kan men rustig de hypo-
these van gelijke collecties verwerpen. Als de ene kans < €,

de andere > ¢ 1s, kan men niet vecl concluderen.

Voorwaarden. Aan dric voorwanrden moet voldaan zijn, opdat

de toets van Wilcoxon kan worden toegepast. Zij volgen hicron-
der onder 1l, 2 en 3 .

1. Onafhankelijkheid en rcpresentativitit.
De wanrnemingen van x en y moeten alle onafhankelijk zijn.
Het resultant van de enc waarneming mag niet afhangen van het
resultaat van de andcre. Ook moeten de steckproeven representa-
tief zijn voecr de collecties wanrmee de conclusie zich bezig
houdt. B.v. mag men niet, 21ls men inzicht wenst in de resul-
taten van verschillende behnandelingswijzen van een bepaalde
ziekte, zijn patiénten uitsluiteond ontlenen aan één bepaalde

stand komen van dc¢ resultaten zeer wel maatschappelijke omstan-
digheden ecn rol hebben kunnen spelen, die voor de onderzochte
patienten anders kunnen ziin dan voor anderc grospen van pa-
ti€nten. Zo moet ook een bioloog bij bepanlde onderzoekingen
(bv. systematische) rekening houden met de mogelijkheid van
zich niet beperken tot onderzoek van individuen uit een klein
gebiled.

2. Continuiteit.

X en y mocten continu verdecld zijn, d.w.z. voor elk waar-
de, die ze aan kunnen ncmen, moet de¢ kans, dat ze Juist die
wanrde aannemen, nul zijn. Bén van de zeer vele voorbeelden van
continu verdeclde veranderlijken zijn de lengten van wilgeblaad-
jes. Het quoticent van het aantal wilgeblaadjes, dat ecen lengte
heeft van precies 9,5682.... cm, gcdeeld door het totale aantal
wilgeblandjes op de wereld, is immersbijna O, (iit geldt niet,
als men in deze zin 9,5682,.... vervangt door: tussen 9,5 en
9,6 cm).

Nanst continu verdeelde veranderliiken he:ftT men ook veran-
derlijken, waarvoor het bovenstannde niet geldt voor sommige
van hun mogelijke waarden of ook voor al hun mogelijke waarden.
Veranderlijken van de laatstaangeduide soort noemt men discreetd
De toets van Mann en Whitney kan niet ongewijzigd
epast op niet-continu verdeelde veranderlijken.

verdeeld.

worden toeg
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nder-—

g voorbecld van discrect verdeclde vere
zijn die variabelen, dic slechts gehele wanrden kunnen
zoals het ~nntal vinstralen in een rugvin 2f het aan-—

O
»

tal lucifers in o«

g
it

doosje.

3. Toegelaten mogelijkheden voor verschillen tussen de X-

—-collecties.,
Vergelijk ook ¢1, B, 3. Ben veel voorkomend geval, waarin

men de tocts zal wensen toe te passen, is, dat men wenst uit te
maken, of een behandelingswijze (A) van een bepaald soort indi-

viduen andere resulteten gecft dan een behandelingswijze (B).

Opm. 1. Het woord behandclingswijze is hier ruim op te vat-
ten. Het kan betreffen: verschillende geneesmethoden voor
patienten lijdend ann een bepnnlde ziekte, verschillende
voedseldiéten veor . individuen van een bepaalde dier-
soort, verschillende bemestingen voor individuen van een
bepanlde plantenvariéteit, verschillende fabricatieme-
thoden voor cen bepatld product, ennm.

Zen verwante kwestie is, dat men wenst uit te maken, of
een grociproces veranderingen teweegbrengt bv. 1im de
hoek tussen twee beenderen van een dier. Men vergeli jks
in zulk een geval jonge dileren en volwassen dieren. "A"
1s dan "groecien van jong tot oud", "B" is dan "ongewij-
zigd laten' of cok "A" is "groeicen van embryo tot vol-
wassen" en "B" is "groeien van embryo tot jong'.

De toets van Wilcoxon mng men toepassen, indien men, onaf

Tl e A, . "

WIS Jaie  Samatine il vlovae bl

gsveekprocecvenpaar, kan zegeon, dnt voor alle individuen geldwd,

dat B, toegepast op ccon individu, op dat individu een uitwer-

A erop zou hebben, don wel, dat voor alle individuen geldt, dat
hoogstens even "goed" is als A. Dat wil dus zeggen, dat men,

onathankelijk van het beschouwde steckprocvenpiar, zeker moet

dat niet voor hot cne individu B slechter 1s dan

kunnen zijn,
A, en voor het andere beter. Indicen dit lastste wel mogelijk is,

kan men de toets strikt genomen niet toepassen. Overigens kan men

dan de bekende t-test van Student, strikt gencemen, evenmin toe-

pAassens.
Opm. 2. Veelal is het vervuld zijn van deze voorwaarde niet
experimenteel nn te gaan, danr men niet &én individu te-
gelijk op twee manieren kan behnindelen, manr vaak geeft
de wetenschap
Zo 1s het in het geval, dat men een hoek tussen twee
schedelbeenderen vergelijkt bij jonge en bij oude apen, .
biologisch niet ann te nemen, dat -bij het enc dier tijdens
het opgroeicn dic hoek groter wordt en bij het andere -
kleiner.

» Wwaar het om gant, theoretische aanwijzingen.



Opm. 5. De "uitwerking" van een "behandelingswijze" beoor-
deelt men 2an de gemeten vanrmndurllqkmn x en y (in het
algemeen), Wanneer bij A de groothecid x en bij B de
grootheld y behocort, hangt het Vq,n de door x en y geme-
ten maat af, of y» X dan we’ y< X, als B "beter" is dan
A. Im:ussen 1s gemakkelijk uit te mnken, welke van deo
twee mogelijkheden verwezonlijkt is.,
ye‘t het oog op§ 5 onderscheide men nu de volgende meval-

ens
1. Men weet, onafhankelijk van het waarnemingsmateri-
anl vervat in he*t beschouwde steckproevenpanr, dat voor
alle individuen van de beschouwde collw‘tle(ss geldm
: h@ n de? 1 ing

hntzij IW., dat du ult een evantucla’b

“mmmmmmm

he'tZ:LJ _Z_[ﬁ. ’ dfﬁl't do uit een ecve ntuéle behandellng B
voortvloeicende y-waarde hoogstens cven groot zou zijn als
de ult cen eventuele behandeling A resulterende x—waarde.

(Hierbij dient opgemerkt te worden, dat men zZeer voor-
zichtig zal moeten 2zijn met te denken in geval Iotof If

te verkercn. Dit houdt nl. in, dat men, om een voorbecld

te noemen, beweert, dnt een rnicuw geneesmiddel in geen
reval tot een slechter rocsultaat kan leiden dan ecen reeds

bekend ).
1l. Men weet niet, of het onder IH gebruikte "minstens”
of het onder Ip gebrulk-te "hoogstens" gmln’i't maar wel,
dat &én van beide moet gelden.
In geval I moet men ecn zgn. &&nzijdige overschrijdings-
kans bepalen, in geval II ecn tweczijdige, vgl. @5, .~
12 of .56 C. ‘

§ 5. nlotphase van uitvoering der toets.

Na de bepaling (volgens §2) van s, de wanrde, die ¥oU getal
U aanneemt voor het beschouwde steckprocvenpanr, verlocr~ -le
uitvoering van de toets als volgt (hierbij zijn de gevallen van

§4, .g.s* L O pil. 5 Qnderscheid@n)ﬁ

I Men bepaalt P|U < gg vc}lg@ns§ 3.——Als s %1:1- is, 1s deze

P>0,5, dan is er zeker gecn significantic.--

’ ,,:}’ m * . ' mn » »
If. Men bepanlt P[U = g/ volgens & 3.--Als s¥ —- 18, 1s doeze

Py 0,5, dan is er zcker gecn significantic.--

< > -
I1l. Als s"f%- — is, bepaanlt men P @ = s of U = mn-—-sj =

2 x P[U = s] volgens §3.

AMle &N N T4 man PIIT 2 X <
Als s> = is, bepaalt men P|U £ s df U = mn-s|

Ao

geval 11 dient men de uitkom-
| sten v;;,-n d@ tmbellﬁn duﬁ mm 2 te verme nig vuldl an. voorts
- he we er nog ecns ann, dant de tabellen de kansen
per cent (vgl. §1, C, 3, opm. 3).

ol

er govallen gevonden P-wanrde (die we

_ > €3 vgl. voor : &1, C, 3. Als« ) E :1.5,
de en uit dit steukpro gvenpaar nmt 'h
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ongelijkheid van de botrokkoer collecties concluderen (vgl.& 1,

C, 3, opm. 2). Als«= £, kan men dit wel, "met onbetrouwbanr-

heid A" (op het "level of significnonce &
op lev. of sien.4 = ).

i

In geval IX volgt dan, dnt e¢on individu onder B een y gecft,
die groter 18 dan do x, dic het onder A goecetft.

s of ook m.onbetr.<g ;

In geval 13 moet groter hier door kl=einer vervangen worden.
mn

In geval II volgt uit een s<{= , dat men in de zin,

ﬂ...

op: "In geval Icotvolgt" groter moet lezen, uit een s
entegen, dat men kleiner moet lezen.

§ 6. Samenvatting en voorbeelden.

Nadat men zich overtuigd heeft, dat aan de in Q 4 genoemde
voorwaarden 1ls voldaan, verloopt de toepassing van de toets van
Wilcoxon als volgt (vergelijk vooral ook telkens de voorbeelden).

A Laten er n waarnemingen van X en m waarnemingen van y zijn.
Voorbeelden.
l. n=6, m=6;
X waarnemingens /L:, 2 /16, ?/90,3/17 4/18,9/21,4/
y waarnemingen: /16,7/12,5/15,2, 14,3/15,9/17,8/

2. n=15,m=14;
(n=15) x-waarnemingen: /141,5/142,0/143,5/147,0/148,0/

/149,5/150,5/152,0/15%,0/154,5/154,5/157,0/159,5/
/160,0/164,5/

(m=14) y-waarnemingen: /147,5/150,0/150,5/151,5/152,5/
15%,5/158,0/158,5/161,0/162,5/165,5/167,0/168,5/169,5/

Als de X- resp. de y-waarnemingen nog niet afzonderlijk naar
opklimmende grootte ziin gerangschikt, doet men dit eerst.

Voorbeelden.

1. x//16,2/17,4/18,2/18,9/20,3/21,4/
y//12,5/14,3/15,2/15,9/16,7/17,8/

2. Hier zijn de waarnemingen rends gerangschikt.

Vervolgens rangschikt men de x- en y-waarden in &é&n rij naar op-
klimmende grootte, waarbij men de x-waarden onderstreept. Als
één of meer x-waarden gelijk zijn aan één of meer y-waarden,
trekt men onder die gelijke waarden een stippellijn.

Voarh@elden*
/12 5/14,3/15,2/15 9/16\216 7/ 7,4/17 8/&@1&/18 9/




2. /141,5/142,0/143,5/147,0/147,5/148,0/149,5/150,0,
/ 120 5/ léO 5/151, S/M 152,5/15%3,0/15%,5/154,5
/154 ,5/157,0/158,0/158,5/159,5/160,0/161 0/162,5/
/164,5/165,5/167,0/162,5/169,5/

Daarna vervangt men de (onderstreepte) x—-waarneminger

de letter x en de (niet-onderstreepte) y—waarnemi
letter y.

Opm. 1. Als één of meer x-waarden gelijk zijn aar
meer V--waarden (stippellijntjes), schrijft men zo

die rangschikking van X en ¥ op, waarbi] de letters A
zover mogelijk links staan (dan wordt de waarde s van

het getal U van §1, C, 1 zo groot mop’elmk) , 8ls die

rangschikking, waa rbl;} de letters y zover mogelijk rechts
34, B,

staan (dan wordt s zo klein mogeli  .). Vergellak
2% alinea en voorbeeld 2 en 3.

Voorbeelden.

1. Yy y yXy Xy XX XX
2, a) ¥ XXX YXXVVXVEVXTIARIX VXN YYXYYTY

3. Een voorbeeld met meer gelijke waarden:

XX}C}'yXXTgyV X;ff}?VY VAXXYYXXYYXYITYY
mmmmmmmmmm xyymmmw~><>fx.>’

Hierbij waren de waarden tussen de stippellijnen gelijk

en evenzo die tussen de getrokken lijnen.

B Nu gaat men bepalen, hoe groot de waarde s van het getal U 1is
voor het beschouwde steckproevenpaar. Hiertoe doorloOpt men
van rechts af de rij van letters x en y. Bij elke y, die men
ontmoet, bepaalt men hoeveel letters X rechts ervan staan, en
men telt de mo verkregen getallen op. Deze som 1s de waarde s,
die het getal U hier heefT.

Voorbeelden.
1. s=4+5+6+6+6+6=4+5+4.6=733
2. 8a) s=4x 0+ 2.1+ 2.3+ 1.6+ 1.7+ 1.8+ 2.9 +
+ 1.11 = 58
b) s = 4 x O + 2.1 + 2.3 + 1.6 + 1.7+ 2.8 + 1.9 +
‘ + 1,11 = 57

pm. 2. Men kan de uitkomst n@g controleren door mlddel
van het getal T, vgl.§ 52, pe5, r. A tot re)§ v. foven
In voarbeel 1 is T = 1 2o 2 4+ 4 +6 +8=24 en
S ‘waarde, die U voor dit steekproeve np&&r heeft)=

= 33
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In voorbeeld 2 a) is T=5 + 8 + 9 + 11 + 13 + 15 + 19 + :
+ 20 + 23 + 24 + 26 + 27 + 28 + 29 = 257 ¢n s =
| - (5
= mn + B g2 9005 0 24235 o572 910 4 105 -
- 257 = 58.
In voorbeeld 2 b) is T = 258, dus s = 57.

Opm. 3.Bij de hier gegeven samenvatting, waar geen theore-
tlsche beschouwingen worden gehouden, is het niet strikt
nodig de algemeen gedefinieerde grootheid &n de waarde,
dlie deze heeft bij een bepaald steekproevenpear, met af-
zonderlijke letters (U, resp. s) aan te geven. f’[n de
theoretische beschouwingen van§ 3 was dit wel noodzake-~
1ijk. Terwille van de ecnheid van notatie en omdat in
tabel 1 (tengevolge van& 3) de letter s is gebruikt, is
het onderscheid ook in deze § 6 volgehouden,

Opm. 4. Zo men wil aanvoelen, waarom de grootheid U geschikt
1s om er een toets, als in ¢1l, A omschreven, op te base-
ren leze men de opm. aan het eind vang 2 en de alinea
die op die opm. volgt eng 2 afsluit.

C Thans moet de in §l, C, 2 bedoelde kans P bepaald worden. P is
getal P kan men aanduiden als de overschrijdingskans van U = s,
Eénzijdig in de gevallen Ien Ip , tweezijdig in geval 1l (zie
onder).

Om dit getal P te bepalen, moet men weten, in welk der gevallen
I, g , II van § 4, Cy, 3, opm. 3, men verkeert. Tevens make
men onderscheid tussen het geval, dat m en n beide % 10 en het

geval, dat m en/of n> 10.

417 m en n beide 10 .

I, Als s ( mﬂy vindt men P, door in tabel 1 op te zoeken, welk

getal behoort bij de onderhavige m en n en bij de gevonden s.
In de tabel is steeds mSn. Als men nl. een geval heeft, waarin

m groter is dan n, verwisselt men m en n en zoekt dan P op.

Heeft men dus n= %3 m= 9; s = %, dan is de bijbehorende P

gelijk aan de P, die behoort bij n = 9; m= 5; s = 3.
Als s %g , is het bedoelde getal P> 0,5 (niet in de tabel

‘opgenomepl
Igg . Als sé%ﬁ , is het bedoelde getal P % 0,5.

Als s> -%—Q , vindt men P, door in tabel 1 op te zoeken, welk

getal behoort bij de onderhavige m en n en bilj (mn-s) (in plaats
van s). Als m) n, geldt het onder I daarover opgemerkte.

Voorbeeld. 1. n = 6; m= 63 s = 33. 21 nog gegeven, dat

men zich hier bevindt in geval IS . _

_ Daar%ﬁ = 18 en 33%) 18, is s) %{1-- . Men vindt dus P als
~ het g@tal, dat volgens tabel 1 behoort bijn=6, m= 6
bij mn - s = 3., Dit getal P is dus 0,0076, B

- en bij



II. Als s\\\{-?“ , vindt men P door het getal, dat volgens ta-—
bel I behoort biJ de onderhavige m en n en bij de gevonden S
met 2 te vermenigvuldigen. Voor m> n geldt het onder I« daar-
over opgemerkte.

Als s %9 , vindt men P door het getal, dat volgens tabel
I behoort bij de onderhavige m en n en bij (mn-s), met 2 te
vermenigvuldigen. Ook nu geldt voor m)» n wecr het onder Ik
opgemerkte.

Zij m en/of n> 10.
Als s{--m-l:l-- 1s, geef dan (%13 - 5 - %) aan met d.

Als s>----—- is, gcef dan (s - %{1- - %:) aan met d.

mn

— Als s = =%, i1s8. is d = 0 —
_ m Zm+ +1) »
Geef voorts V e L ne

aan mes Y.

12
IO< Als s <_1:n__;_r_; 1s, vindt men ? door in tabel 2 op te zoeken,
-
welk getal behoort 1] de gevonden waarden van éf-
Als s> is, is P> 0,5 (:’\ls 8 = %—Q is, 1s r = 0,5).
IQ . Als s<’ %ﬁ is, is P> 0,5 (Als s = %‘l is, is P = 0,5).
Als s %{l- is, vindt men P door in tabel 2 op te Zoeken,
B d

welk getal behoort bij de gevonden waarde van F .

1l. Men vindt P,door het getal, dat volgens tabel 2 behoort
bij de gevonden waarde van 5%, met 2 te vermenigvuldigen.

Voorbeeld. 2 a) Zij gegeven, dat men hierbi] niet weet, cof
men in geval I A of 1;3 verkeert; d.w.z. dat men in ge-
val II van 54, ¢, 3, opm. 3, verkeert.

s = 53; B 7,15 = 105; 58< 105, dus s {5

d = L = 105 - 58 - 0,5 = 46,5;

ﬁr:;'m Y7.15.5 = 5V21 = 22,913 ; & = 2,03

~2 2 x 0,0228 = 0,0456 (of in procenten 4,56, vgl.
é 1, C, 3, opm. 3). 3
2 b) s = 5T = 47,55@F = 22,913; = = 2,07 2,1
P=2 x 0,0179 = 0,0358 (3&8%)

D Dit getal P Vt.rg@l:w_;]ken we met de volgens 6 1, C, 3 voorai geko-
zent -waarde.
Als voor &, de voor P gevonden waarde, geldt X > %, geladt
opm. 2 van § 1, €, 3_ We kunnen op grond van deze m ethode en dit
s*beekpr-eve npaar niet komen tot verwerping van de hypothese,

dat de xX- en ymoolleo‘tles f'f-ll;}k zijn. Dit wil niet zeggen, dm:

de beide collecties -rerkellgk gellgk Z1jn; vgl opm. & vanf; i,




Gy 3.

‘ Als x < € , zeggen we everecenkemstig §1, 5
C, 3, opm. 5: de gevonden waarde s van U is significant met

onbetrouwbaarheidsdrempel ¢ (with level of significance ).
concludeert dan tot verschil tussen de x- en y-collecties.

men dan van deze collecties kan zeggen ziet men in de laatste

6 regels van§ oF

van de

normale verdeli

Tabel ITI, éénziijdige overschriidingskansen

' 1 ~3x¢
dus waarden van P = R )t e 7 dxX.
o)
. n
8]

P < P a P
0,0 | 0,500C 1,1 | 0,1357 2,1 | 0,0179
0,1 | 0,4602 1,2 | 0,1151 2,2 | 0,013%9
0,2 | 0,420T7 1,3 | 0,0968 2,3 | 0,0107
0,3 | 0,3821 1,4 | 0,0808 2,4 1 0,0082
O,4 | 0,3446 1,5 | 0,0668 2,5 | 0,0062
0,5 | 0,3085 1,6 | 0,0548 2,6 | 0,0047
0,6 | 0,2743 1,7 | 0,0446 2,7 | 0,0035
0,7 | 0,2420 1,8 | 0,0359 2,8 | 0,0026
0,8 | 0,2119 1,9 | 0,0287 2,9 | 0,0019
0,9 | 0,1841 2,0 | 0,0228 3,0 | 0,0013
1,0 00,1587 '

Opm. Bij het gebruik van tabel I en van tabel Il kan men zich

in het al gemeen beperken tot 3 decimalen achter de komme

(met afronding).
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Gelijke waarnemingen.

whm S van
Door recente onderzockingen is de behandeling van Wilcoxon

met gellijke waarnemingen anders dan aangegeven is op blz. 13.
Inplaats van de twee waarden van s, verkregen door steeds

in een groep 'gelijken" eerst de x-waarnemingen voor de y-waar-

nemingen te plaatsen en daarna omgekeerd, werkt men met het gemiddel.

de van de aldus verkregen waarden. Men behoeft deze beide waarden

niet te berekenen: bestaat de eerste groep gelijkeﬂn uit nq X-

waarnemingen €n m4q y-waarnemingen dan is de bijdragg in he’c; ene

geval O, 1n het andere geval MmN, cemiddeld dus ——%—1 40 00K voor

et

de tweede groep gelijken, We berekenen de waarde van s dus.b.v.

door in ledere groep van gelljken de xXx-waarnemingen voor de y-
WAQTAE,

waarnemingen te plaatsen en de- Sy te berekenen, die bij deze rang-
schikking behoort; vervolgens tellen wij voor de groepen gelljken

Malqg  Mobs
s=— + —=— * ... er bij op.Van de grootheid s,die
men op deze manier verkrijgt is ook weer het gemiddelde %}- , de

spreiding is echter iets kleiner dan in het geval zonder gell jken

de bijdragen

nl.: _
_ 5 2 . 2(1:2-'1)-1— -
gecorrigeerd” ~ ongecorrigeerd 1)
waar t, de grootte van de eerste groep gelijken is (dus £ =m,+n, ),

t2 de grootte van de tweede groep gelljken enz.

In het algemeen, als de groepen gelijken klein zijn, is de cor-
rectie voor de spreiding klein; zo klein dat zi]j verwaarlaoosd

kan worden. Verder is het van voordeel dat de correctie de sprel-
ding kleiner maakt, d.w.z. als het gebruik van de ongecorrigeerde
spreiding tot verwerping van de getoetste hypothese leidt, dan
zal dit bij gebruik van de gecorrigeerde zeker ook het geval
zljn.

Van de exacte verdeling met gelijken is weinig bekend. 1In-
dien m en n niet te klein zijn kan echter weer gebrulk gemaakt
worden van de normale benadering. Deze benadering is
goed, indien er niet te veel gelijke waarnemingen aanwezig 2z1jn.
De benadering wordt slecht als er een zeer grote groep van ge-

1ijke waarnemingen aanwezig 1is.

Vcorbeeld
Als we voor X waargenomen hebben: /3/5/6/3/9/5/2/ (n=7)
en voor y . /4/5/8/7/1/5/10/7/9/ (m=9). _

Dan is de rij:

/1/2/3/3/%4/5/5/5/5/6/7/7/8/9/9/10/ .

Hlevbij zijn de onderstreepte getallen waargenomen waarden o
van x, de niet onderstreepte van y. ' |
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Sqm4+1+4+2+2+4+7= 18.

De biidrage van de groepen 3 3 . 220 | 2%2 . 0Ox2
1 g g P van gelijken is: 5 + —— + = +

+ 154 = 25.
Dus
s=18+25= 205.
2 I R 3
o ongecorrigeerd - a5 = XG> 17= 89,25 39,25
L 32X EE RS 3430 2% +3% 2 A
correctie= (<x9 « 1o %5 5 A5 = 1,71
.3 c '
" gecorrigeerd = 87,54
Dus ______________d;__________ — ’1_, 12.
ggecor
Ter vergell jking __________________9'_‘____.____________ = 1,11.
Cjongecor

Voor grotere steekproeven kan men met vrucht gebrulk maken
van een schema zoals dit op de volgende bladzij is afgedrukt.

Literatuur:

J Hemelrijk, Note one Wilcoxon's two-sample test when ties are
present,
Annals of Mathematical Statistics, Vol. 23, no. 1,
Maart 1952, blz. 133-135.
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Opdracht ne:
Onderzoeker:
Contrdle:
Datum:

X,=kKleinste X =

x1=grootste X
yoﬁkleinste Y
Y1:grootsta Y
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¥2
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N

i

Geliiken

1IN }

]

product der aantal-
len in tweede en der-
de kolom.

de helft van het pro-
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0,200000
0 400000
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0.500000
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'} De hier gegeven kansen zijn gcetallen tussen O en 1; indien men
de kansen 1in percenten wenst vermenigvaldige men met 100. Als
men tweeZijdig;e overschri jdingskansen nodig heeft (cf. §h, C, 3.
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0.100000
0.200000
0, 500000
0, 400000
0.500000

0 ,600000
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0,018182
0,036364
0,072727
0,10909"
0, 163636

0,218182
- 0.290909
0, 363636

O, 454545
0 545455

2

0,004545

0,009091
0,018182
0,03%1818
0,050000

0,072727
0}134545
0, 140909
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0, 300000
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TABEL 1, ééhzijdige overschrijdingskans.
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'ABEL 1, ggnaljdige ovgrschrijdingskgns‘
n = g
m O 7 8 O |
i * 021
0,000200  0,000087 0.000057 0,000 |
? Tm 0. 000400  0,000.75 O, oooo§2 0. oggggé ,
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- n = 10 | L
— . —
2 p 4 5 |
0,015152 0O 003496 0,000999  0,000333 -
0,030303 0,000 993 0,001998  0,000066
0, 060606 0, 0133 36 0, 003996 0,0013%32
0 ,090909 0,024476 0,006 ggg 0,00233%1
0, 136364 0"058462 0,01 0,003996
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0 545455 0 234266  0,093006 0,037629
0,286713 0,119880 0, 049617
0,346154  0,151343 06 602
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0, 468532 o;,226';f7:5 oy 103230
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0,366r33%  0,185481
0, 419580 0,219780
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TABEL I,
n = 10
7 3 G

0,000051  0,000023  0,000011
0,000103 0,000046  0,000022
0,000206  0,000091 0,000043
0,000360  0,000160  0,000076
0. 0000617 0,000274  0,000130
0,000977  0,000434%  0,000206
0,001542 0,000085  0,0003%25
0,0023%14 0,001028  0,000487
0,00333873 0,001531 0.000725
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